
MATERIAŁY DO ĆWICZEŃ Z MATEMATYKI 
 
MACIERZE I WYZNACZNIKI 
 
1.Dane są macierze: 
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Sprawdzić czy wykonalne są działania? 
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2.Wykonać mnożenie macierzy: 
 

a)     b)  ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

3
2
1

2
1

1
2

0
3 [ ]321

3
1
2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

c)     d)  

2

202
134
321

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

0
1
2

1
1
1

1
0

1
2

0
1

e)    f)  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
3

1
2

2
1

3
0

3
2
1
0

0
1
2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

12
34

g)    h)  ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

3
1
2

1
2
1

1
3

2
2

0
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
1

3
2
2

0
1

3
2
2

1
2
1



i)       j)  
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3.Obliczyć wyrażenie: 
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4.Dane są macierze: 
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Czy określone są następujące iloczyny: 
 
a)   b)   c)  TCAB ABC TTCBA
 
Przykład 1. 
 
Dane są macierze: 
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Oblicz wartość wyrażenia:  [ ] BCA T 32 2 −
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5.Niech dane są macierze: 
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Obliczyć wartość wyrażenia: 
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6.Znaleźć f(A), jeżeli: 
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Przykład 2. 
 



Obliczyć wartości wyznaczników: 
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Przykład 3. 
 
Korzystając z własności wyznaczników obliczyć: 
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Dodając do wiersza trzeciego wiersz drugi pomnożony przez (-2), a do czwartego 
wiersz drugi pomnożony przez (-1) 
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Z rozwinięcia Laplace`a dla kolumny trzeciej 
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Pisząc rozwinięcie wyznacznika dla wiersza trzeciego 
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Dodając wiersz pierwszy pomnożony przez (-1) kolejno do wiersza drugiego i 
czwartego, a następnie dodając wiersz pierwszy do piątego 
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Wiersze – drugi i trzeci są jednakowe, zatem: 
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7.Oblicz wartości wyznaczników: 
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8.Korzystając z własności wyznaczników oraz z rozwinięcia Laplace`a obliczyć 
wartości wyznaczników: 
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9.Wykorzystując własności wyznaczników obliczyć: 
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10.Rozwiązać równania: 
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11.Rozwiązać nierówności 
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12.Nie obliczając występujących w nich wyznaczników wykazać równości: 
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Przykład 4. 
 
Wykorzystując poznane metody wyznaczyć macierze odwrotne do poniższych: 
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Przestawiamy wiersz pierwszy z drugim: 
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Pierwszy wiersz pomnożony przez (-2) dodajemy do wiersza drugiego, a następnie 
pomnożony przez (-1) dodajemy do trzeciego: 
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Wiersz drugi mnożymy przez (-1) 
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Wiersz drugi pomnożony przez (-3) dodajemy do pierwszego 
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Wiersz trzeci mnożymy przez (-1) 
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Wiersz trzeci pomnożony przez (-1) dodajemy do wiersza pierwszego 
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13.Dla poniższych macierzy znaleźć macierze odwrotne: 
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Przykład 5. 
 
Wyznaczyć rząd macierzy 
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Sprowadzamy macierz A do postaci schodkowej stosując przekształcenia 
elementarne macierzy. 
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14.Wykorzystując poznane metody wyznaczyć rzędy następujących macierzy: 
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1401

21112

 
 

i)    j)  ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

28112
71524
42312

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−
−

14157
70531

43235
52313

 
Przykład 6. 
 
Za pomocą przekształceń elementarnych sprowadzić macierz do postaci bazowej 
(kanonicznej) i określić jej rząd. 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

01010
88402
44202

08403
43211

 
 
 



 
Po zamianie miejscami kolumn – pierwszej i drugiej, a następnie dodaniu wiersza 
pierwszego do piątego otrzymujemy: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

44210
88420
44220

08430
43211

~

01001
88420
44220

08430
43211

 
 

Wiersz czwarty pomnożony przez 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1

 dodajemy do wiersza piątego 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

00000
88420
44220

08430
43211

 
 

Wiersz pierwszy mnożymy przez (-1), wiersz trzeci i czwarty kolejno przez 2
1

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−−−

00000
44210
22110

08430
43211

 
 
Wiersz trzeci przestawiamy z drugim, a następnie wiersz drugi dodajemy do 
pierwszego, pomnożony przez (-3) do trzeciego, trzeciego pomnożony przez      (-
1) do czwartego. 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−−−

00000
62100
62100
22110
61101

~

00000
44210
08430
12110
43211

 



 
Wiersz trzeci pomnożony przez (-1) dodajemy do czwartego 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−−

00000
00000
62100
22110
61101

 
 
Wiersz trzeci dodajemy do pierwszego, a potem pomnożony przez    (-1) do 
drugiego 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

00000
00000
62100
80010

01001

 
 
Uzyskana jest postać bazowa macierzy, z której wynika, że rząd macierzy jest 
równy 3 
 
15.Sprowadzić następujące macierze do postaci bazowej: 
 

a)     b)  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−
−

11201
12334

10523
11311

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

322
111
214

223
112

 

c)  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−
−
−

11201
12334
21123

11211

 
16.Przedyskutować wartości rzędów poniższych macierzy, w zależności od 
wartości parametru  ( )Raa ∈

 



a)     b)  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00
0101

00
11

aa

aa
aa

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1111
1111
1111
1111

a
a

a
a

 
 
 
 
UKŁADY RÓWNAŃ LINIOWYCH 
 
1.Zapisać następujące układy równań w postaci równania macierzowego: 
 

a)       b)   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
=+−

1
12
123

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−−

=++−

02
15242

532

421

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx

 
 

c)  ⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−−
=−−
=−+
=+−+

=−+

12
232
132

5
3

432

321

421

4321

431

xxx
xxx
xxx

xxxx
xxx

 
2.Dane układy równań zapisać za pomocą równoważnych im równań 
macierzowych 
 

a)      b)⎩  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
−=+
=+−

3
2

1

51

42

531

xx
xx

xxx

⎨
⎧

−=−+−
=+−

226
333

321

321

xxx
xxx

 

c)  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=−+

=+−
=−+−

022
032

0
0

431

432

421

4321

xxx
xxx

xxx
xxxx

 
3.Zapisać następujące układy równań liniowych w postaci macierzowej, a 



następnie obliczając macierz odwrotną znaleźć rozwiązania: 
 

a)     b)⎪  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−
−=−+

=++

533
722

232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=−+
=−+

=−

132
2
1

12

43

432

321

21

xx
xxx
xxx

xx

 

c)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−

=++

03
02

032

321

32

321

xxx
xx

xxx

Przykład 1. 
 
Korzystając ze wzorów Cramera, a następnie wykorzystując macierz odwrotną do 
macierzy współczynników układu, rozwiązać układ równań: 
 

52
1

2

32

31

21

=+
=+
=+−

xx
xx

xx

 
 
1 sposób: 
 

1210000
210
101
011

det −=−+−++=
−

=A

 

            101
011−

 

1220500
215
101
012

det 1 =−−−++==A

 

              101
012

 

1450002
250
111
021

det 2 −=−+−++−=
−

=A

 



             111
021−

 

2510020
510
101
211

det 3 −=−+−++=
−

=A

 

     101
211−

 
1

1
1

det
det 1

1 −=
−

==
A
Ax

 
 

1
1
1

det
det 2

2 =
−
−

==
A
Ax

 
 

2
1
2

det
det 3

3 =
−
−

==
A
Ax

 
 
2 sposób: 
 

52
1

2

32

31

21

=+
=+
=+−

xx
xx

xx

 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

210
101
011

A

   ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5
1
2

b

 
bAx ⋅= −1  

 
TD

A
A ⋅=−

det
11

 
 
detA=-1 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=
111

122
121

D

     ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=
111

122
121

TD



 

1
10
01

2
20
11

1
21
10

13

12

11

==

−=−=

−==

D

D

D

  
1

10
11

2
20
01

2
21
01

23

22

21

=
−

−=

−=
−

=

−=−=

D

D

D

  
1

01
11

1
11
01

1
10
01

33

32

31

−=
−

=

=
−

−=

==

D

D

D

 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

⋅
−

=−

111
122
121

111
122
121

1
11A

 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
2
1
1

5
1
2

111
122
121

x

 
 
 
4.Korzystając ze wzorów Cramera rozwiązać następujące układy równań: 
 

a)     b)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−

=++

322
222

4

321

321

321

xxx
xxx

xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=+−
=++

0
2
6

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

c)    d)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=++

934
822
1723

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+

=−−

11423
11243

42

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 

e)   f)  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−++−
=+−+
−=−−+
=++−

554
2223

4232
84232

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++
=−+−

=−+−
=+++

93243
73

172432
0

4321

431

4321

4321

xxxx
xxx

xxxx
xxxx

 
 



g)   h)  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

=+++

043
0232

025
051132

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=−−
=+−

1
32
042

21

321

321

xx
xxx
xxx

 
 
Przykład 2. 
 
Metodą operacji elementarnych rozwiązać następujące układy równań: 
 

a)     b)  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−
=+−

=++
=+−

732
222

4
322

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
−=−+−
=−+−

053
14

032

432

421

4321

xxx
xxx

xxxx

 

c)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=+−−
=−+−

13633
025

132

4321

431

4321

xxxx
xxx

xxxx

 
 
 
 
 
 
ad a) 
 



⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+
−+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−+

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
−+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

−+⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

−+
−+
−+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=

0000
2100
1010
1001

~
)2(
)6(

0000
2100
5210

13601

~

~
7
1

0000
14700
5210

13601

~
)2(

2

0000
4320

5210
3221

~
)1(

0000
4320

1130
3221

~

~

)1(1130
4320

1130
3220

~

)2(
)2(
)1(

7312
2122
4111
3221

32

31

323

21

32

2414

13

12

1

ww
ww

www

ww
ww

wwww
ww
ww

U

 
rzA=rzU=3 
 
Układ jest oznaczony i posiada jedno rozwiązanie: 
 

11 =x     12 =x 23 =x  
 
ad b) 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

−−

−+⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−−
=

10000
15310

01321
~

)1(05310
15310

01321
~

05310
14011

01321

23

12

ww
wwU

 
rzA=2, rzU=3 
 
Układ jest sprzeczny. 
 
Ad c) 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−
=

13633
02501
11132

U

 
 
Po przestawieniu wiersza drugiego z pierwszym 
 



⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−

−+⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−

−+
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−
=

00000
3
11310

02501
~

3
1

00000
13930
02501

~
)1(13930

13930
02501

~

~
)3(
)2(

13633
11132
02501

~
)1(

13633
11132
02501

2

23

13

12

1

w
ww

ww
ww

w
U

 
rzA=rzU=2<4 
 
Układ jest nieoznaczony o nieskończenie wielu rozwiązaniach 
 
Otrzymany układ równoważny ma postać: 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

⋅
−
=−

111
122
121

111
122
121

1
11A

 
 
Zmiana są zmiennymi bazowymi: 21, xx

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=

+−=

3
13

25

432

431

xxx

xxx

 
 
Za zmienne niebazowe  podstawiamy parametry: 43, xx Rtttxtx ∈== 212413 ,;,  
 
Zatem: 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=

+−=

3
13

25

212

211

ttx

ttx

 
 
Rozwiązaniem ogólnym układu jest wektor: 
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+−= 212121 ,,

3
13,25 ttttttx

 gdzie Rtt ∈21,  
 
Przykłady rozwiązań szczegółowych: 
 



01 =t  i , 02 =t ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= 0,0,

3
1,0x

 

01 =t  i  , 12 =t ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 1,0,

3
2,2x

 i.t.d. 
 
5.Znaleźć rozwiązanie ogólne i przykłady rozwiązań szczegółowych układów 
równań: 
 

a)     b)⎩  ⎩
⎨
⎧

=−++−
=−+−

42
2

4321

4321

xxxx
xxxx

⎨
⎧

=+++−
=−−+

022
12

4321

4321

xxxx
xxxx

 

c)      d)  ⎩
⎨
⎧

=++
=−−

432
12

321

321

xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−+
=−++−

=−−+

3525
022

12

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

 
6.Sprowadzić dane układy równań do postaci bazowej względem kolumny 
pierwszej i trzeciej, stosując metodę operacji elementarnych: 
 

a)     b)⎩  ⎩
⎨
⎧

=++
=++

2864
1535

421

321

xxx
xxx

⎨
⎧

=++
=+++
55105

442

432

4321

xxx
xxxx

 

c)  ⎩
⎨
⎧

−=−−−
=+++
81662

82824

321

4321

xxx
xxxx

 
7.Znaleźć wszystkie rozwiązania bazowe układów równań liniowych: 
 

a)     b)⎩  ⎩
⎨
⎧

=++
=−+

7622
32

321

321

xxx
xxx

⎨
⎧

=−
=++

43
623

32

321

xx
xxx

 

c)  ⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

3443
1

321

321

xxx
xxx

 
8.Rozwiązać następujące układy równań liniowych metodą operacji 
elementarnych: 
 



a)     b)⎪  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

16987
6654

432

321

321

321

xxx
xxx

xxx

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
−=++

=++
=++

0
1

2
1

321

421

431

432

xxx
xxx
xxx
xxx

 
 
 

c)     d)  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−+−
=−+
=−+

=−

12
2
1

12

431

432

321

21

xxx
xxx
xxx

xx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−
=+

=−−

1346
152

03

321

32

321

xxx
xx

xxx

 
 

e)     f)⎪  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=−+
=−+

1278
7532
9934
8852

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−
=+−−−
−=++++
=+++−

0646
1455
12
132

531

54321

54321

54321

xxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

g)     h)⎪  ⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−−
−=+++
−=−++

−=−++−
=+++

1042
1753

932
5452

5232

321

4321

5432

54321

5421

xxx
xxxx

xxxx
xxxxx

xxxx

⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−+
−=−−−

=−++
=+−

=−+

81042
1932

563
432

3

431

4321

4321

421

431

xxx
xxxx

xxxx
xxx

xxx

 
 

i)    j) ⎪  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−++
=+−++
=+−++

=+−++

293822
132533
23422

1323

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+−−
=+++

=+++
=+++
=+++

727
152

223115
534

4232

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx
xxxx

 

k)     l) ⎪  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++−
=+++−

=−++
=−+

24
342

222
12

432

4321

4321

321

xxx
xxxx

xxxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=++−
=+++

=+++

2463
132
0

1432

4321

431

4321

4321

xxxx
xxx
xxxx

xxxx



 

ł)     m) ⎪  ⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++
=+++

182547
1553

8324
10233

212568

tzyx
tzyx

tzyx
tzyx
tzyx

⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−−−
=+++

=+++
=+++
=+++

727
152

223115
534

4232

tzyx
tzyx

tzyx
tzyx
tzyx

 

n)  
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−−
=+−
=−−

=++

134
1134
332

42

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx

xxx

9.Wyznaczyć rozwiązania następujących układów równań jednorodnych: 
 

a)      b)   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−
=−

053
0105

042

yx
yx

yx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−

032
096
064

yx
yx
yx

 

c)      d)  ⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−
=−

=+−
=+−

=−
=−

0
0

0
0

0
0

64

53

642

531

42

31

xx
xx

xxx
xxx

xx
xx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−
=−+

03
02
02

21

321

321

xx
xxx
xxx

 

e)     f)   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=−+

0987
0654

032

321

321

321

xxx
xxx

xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+−

=+−

0963
0852

074

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 
 

g)  ⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
=−−

=++−
=−

022
02

02
02

531

42

531

42

xxx
xx

xxx
xx

 
10.Rozwiązać równania macierzowe: 



 

a)     b)  
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

65
21

45
23

X ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
11
11

96
64

X

 

c)     d)  
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
189
42

84
63

X ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
11
03

12
11

03
21

X

 
 
 
 
 
11.Dla jakich wartości parametrów poniższe układy równań są niesprzeczne: 
 

a)      b)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−

=+−

233
0

55

321

321

321

xxx
xxx

kxxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−

=+−

033
22

2

321

321

321

xxx
kxxx

xxx

             Rk ∈ Rk ∈  
 
 

c)   d)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=+++−
+=+++++

=++

4)(5)1(
12)8()6()2(

8653

mzzmyxm
mzmymxm

zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+++

=++++

052
010)13(2

0)32()1(

zyx
zyax

zayax

 
 

e)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=++
+=−++−

+=++++

52342
33)12(2)22(

14)1()2(

azyx
azaayxa

azayaax

 
12.Przeprowadź dyskusję rozwiązania poniższych układów równań w zależności 
od wartości występujących w nich parametrów: 
 

a)    ,⎩
⎨
⎧

−=−−−

−=−+−

kykxk
kykxk

510)63()82(
63)2()2(

2
Rk ∈  

 

b)      , Rk⎩
⎨
⎧

=+
=+

189
24

kyx
kykx

∈  



 

c) ,  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

122
22
1

321

321

321

xbxx
xxx

axxx

Rba ∈,

 
ODPOWIEDZI : 
 
MACIERZE I WYZNACZNIKI 
 
1. 
 
a)tak,   b)nie,  c)nie,   d)nie,   e)tak,   f)tak,   
 
g)tak,  h)nie,  i)tak,   j)tak   k)tak 
 
2. 
 

a)  b)   c)   d)  
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
8

10
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

963
321
642

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−− 246
171714
1183

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

 

e)   f)   g)   h)  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0369
3456
6543
9630

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
85
2013

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
15

56
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

681
522
561

 

i)   j)  
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

21
23

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 101

321

 
3. 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
4728

110110
1330

1711010

 
 
4. 
 



a)tak  b)nie  c)tak 
 
5. 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
4559
3934

 
 
6. 
 

a)   b)  ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

331
339
5511

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

1813
6182

5719

 
7. 
 
a)-2  b)-7  c)5  d)-84  e)-24  f)60   
 
g)-10  h)-22  i)231  j)160  k)-452 l)-17  
 
ł)665 
 
8. 
 
a)714  b)24  c)0  d)24  e)-45 
 
9. 
 
a)20  b)-7203  c)-90  d)0  e)0  f)0 
   
g)0 
 
10. 
 
a)x=1/2  b)x=1 v x=-1/2  c)0  d)x=0 v x=-1 
 
11. 
 
a)x>1  b)-b<x<-4 
 



12. 
 
a)Należy wyłączyć przed znak wyznacznika (-1) kolejno z drugiej kolumny i z 
drugiego wiersza 
 

b)  gdzie  a,b,c,≠ 0 
 
13. 
 

a)   b)   c)
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 5/15/2

5/15/3
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
41/241/7
41/541/3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
− ac

bd
bcad

1

 
 

d)   e)   f)  ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

18/218/418/6
18/418/118/6
18/418/118/12

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

132
254

111

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− 2/12/10
02/12/1
2/102/1

   
 

g)   h) Macierz jest osobliwa i nie   posiada 
macierzy odwrotnej 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

4/14/14/14/1
4/14/14/14/1
4/14/14/14/1

4/14/14/14/1

 
14. 
 
a)3      b)3    c)2     d)2 e)2 f)4 g)2 h)2 i)2 j)3 
 
 
UKŁADY RÓWNAŃ LINIOWYCH 
 
3. 
 
a)  ,  ,  11 =x 12 −=x 33 =x

b) ,  ,  ,  21 =x 32 =x 43 =x 54 =x

c)  ,  ,  01 =x 02 =x 03 =x



 
4. 
 
a)  ,  ,    b) 111 =x 12 =x 23 =x 1 =x  , 22 =x  , 33 =x  
c)  ,  ,    d) 341 =x 22 =x 13 =x 1 =x  , 12 =x  , 13 =x  
e)  ,  ,  ,    f) 11 =x 02 =x 13 =x 14 =x 11 =x  , 12 −=x  , 23 =x  ,  24 −=x

g)  ,  ,  ,  h) 101 =x 02 =x 03 =x 04 =x 1 =x  , 22 =x  , 03 =x  
 
8. 
 
a)układ sprzeczny   
b)  ,  ,  , 3/11 −=x 3/42 −=x 3/53 =x 3/24 =x  
c)układ sprzeczny   
d)układ nieoznaczony  , tx =1 7/17/152 += tx  , 7/17/63 +−= tx  Rt ∈  
e)  ,  ,  31 =x 22 =x 13 =x

f)  , 311 3/2 ttx −= 13/5 3212 −−−−= tttx  , 13 tx =  , 24 tx =  , 35 tx =  ,  Rttt ∈321 ,,

g)  ,  ,  ,  , 21 =x 12 −=x 23 −=x 04 =x 15 =x  
h)układ sprzeczny 
i)układ sprzeczny 
j)układ sprzeczny 
k)  ,  ,  , tx 321 −= tx 22/12 −−= tx =3 tx 22/34 −=  , Rt ∈  
l)  ,  ,  , 171 −−= tx 1112 += tx tx 53 −= tx =4  , Rt ∈  
ł)x=3 , y=0 , z=-5 , t=11 
m)układ sprzeczny 
n)  ,  ,  ,  tx −= 31 tx −= 12 tx =3 Rt ∈
 
9. 
 
a)x=0 , y=0 
b)x=3/2t , y=t ,  Rt ∈

c)  0654321 ====== xxxxxx

d)  ,  ,  ,  tx =1 tx 32 −= 53 −=x Rt ∈

e)  ,  , 01 =x 02 =x 03 =x  
f)  , , ,  tx =1 tx 22 = tx =3 Rt ∈

g)  ,  ,  ,  , tx =1 02 =x 03 =x 04 =x tx =5  , Rt ∈  



 
10. 
 

a)  
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
45
23

X

b) macierz X nie istnieje 

c)  ,  
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
tt

X
3/43

03/2

Rt ∈

d)  
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

18/1118/8
18/418/2

X

 
11. 
 
a)dla k=-2 układ jest nieoznaczony, 
   dla k -2 układ jest sprzeczny ≠
 
b)dla k=5/2 układ jest nieoznaczony, 
    dla k 5/2 układ jest sprzeczny ≠
 
c)dla m 4 układ jest oznaczony, ≠
    dla m=4 układ jest nieoznaczony 
 
d)dla a=1 układ jest nieoznaczony, 
    dla a 1 układ jest oznaczony z jednym rozwiązaniem x=y=z=0 ≠
 
e)dla a≠2 układ jest oznaczony 
   dla a=2 układ jest nieoznaczony 
 
12. 
 
a)dla k=2 układ jest nieoznaczony, 
   dla k=-1/2 układ sprzeczny 
   dla pozostałych k układ oznaczony, 
 
b)dla k=6 lub k=-6 układ nieoznaczony, 
   dla pozostałych k układ jest oznaczony 
 
c)a≠ 1  b 4 układ oznaczony, Λ ≠
   a=1 Λ  b 1 układ sprzeczny ≠



   a=1 Λ  b=1 układ nieoznaczony 
   a 1  b=4 układ sprzeczny ≠ Λ
 


