5. Rachunek całkowy

5.1. Całka nieoznaczona
W rachunku różniczkowym rozwiązywaliśmy zadanie: mając daną funkcję 
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 znaleźć pochodną funkcji 
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, żeby zachodziła równość 
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, której pochodna równa się danej funkcji 
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, nazywamy funkcją pierwotną funkcji 
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. Dokładniej funkcję 
[image: image9.wmf]F
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 określoną, w pewnym przedziale otwartym, jeżeli 
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Na przykład mając funkcję 
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Przy poszukiwaniu funkcji pierwotnych powstają trzy pytania:

1. Czy każda funkcja 
[image: image20.wmf]f

 posiada funkcję pierwotną?

2. Czy dana funkcja może mieć tylko jedną funkcję pierwotną, czy też może być ich więcej?

3. W jaki sposób wyznacza się funkcję pierwotną?

Odpowiedzi:

1. Każda funkcja ciągła w przedziale posiada w nim funkcję pierwotną.

2. Bez trudności można rozstrzygnąć drugie pytanie. Jeżeli funkcja 
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 posiada funkcję pierwotną 
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, to jak łatwo zauważyć każda funkcja postaci 
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 jest dowolną stałą, jest również funkcją pierwotną funkcji 
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. A więc istnieje rodzina funkcji pierwotnych danej funkcji. 

Definicja 5.1. Rodzinę funkcji pierwotnych danej funkcji 
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 nazywamy całką nieoznaczoną funkcji 
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 i oznaczamy symbolem:
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 jest którąkolwiek z funkcji pierwotnych funkcji 
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. Funkcję 
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 nazywamy funkcją podcałkową, a liczbę 
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 stałą całkowania. 

Funkcję 
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, dla której istnieje całka
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 nazywamy całkowaniem funkcji. Całkowanie jest więc operacją odwrotną do różniczkowania. 

3. Zauważmy, że każdy poznany wzór na obliczanie pochodnych można zarazem pojmować jako wzór na obliczanie całki funkcji, np.:
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5.1.1. Podstawowe wzory całkowania 

1. Pochodna całki jest równa funkcji podcałkowej:
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13. Jeżeli funkcję 
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 są całkowalne w pewnym przedziale wówczas suma 
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Dowód. Z pochodnej sumy dwóch funkcji i ze wzoru 1. mamy:
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Analogicznie można udowodnić, że całka różnicy 
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 równa się różnicy całek tych funkcji.

5.1.2. Całkowanie przez podstawienie

Często mamy problem obliczenia całki:
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wówczas można tą całkę sprowadzić do prostszej postaci, podstawiając za 
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Przykład 5.2. Obliczyć 
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Wskazówka. Całka z wyrażenia, które jest ilorazem pochodnej funkcji mianownika w liczniku równa się 
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 z wartości bezwzględnej mianownika.

Przykład 5.3. Obliczyć całkę 
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Analogicznie wyprowadzamy wzór 
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5.1.3. Całkowanie przez części

Wyjdźmy od pochodnej iloczynu dwóch funkcji:
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Z równości (5.1) wyliczmy:
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obie strony równania (5.2) całkujemy:
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Korzystając ze wzoru 13 (s. 99) mamy:
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 ostatecznie otrzymujemy wzór na całkowanie przez części:
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Wzór (5.3) można zapisać w prostszej postaci podstawiając w lewej stronie równości 
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Zatem uproszczony wzór na całkowanie przez części ma postać: 
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Przykład 5.4. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Całkę tą obliczamy stosując metodę całkowania przez części (5.4). Podstawiając 
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Przykład 5.5. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Dokonujemy podstawienia 
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Korzystając ze wzoru (5.4) mamy:
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Należy uważać, jaką funkcję przyjąć jako 
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5.1.4. Całkowanie funkcji wymiernych
Omówimy przypadek, gdy funkcja podcałkowa jest funkcją wymierną. Funkcją wymierną jest iloraz 
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Metoda ta nosi nazwę metody współczynników nieoznaczonych.

Przykład 5.6. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Ponieważ funkcja podcałkowa jest ułamkiem niewłaściwym, więc rozwiązanie zaczynamy od podzielenia licznika przez mianownik:
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czyli otrzymujemy całkę:
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Liczymy kolejno całki:
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(5.6)

Całkę (5.6) otrzymamy korzystając z rozkładu na sumę ułamków prostych (5.5):
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(5.7)

Ponieważ mianowniki w tożsamości (5.7) są równe, więc jest ona prawdziwa, jeżeli spełniony jest układ równań:
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Przykład 5.7. Obliczyć całkę 
[image: image165.wmf]ò

+

+

1

2

3

2

x

x

dx

.

Rozwiązanie. Obliczamy wyróżnik mianownika 
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Otrzymujemy:
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Podstawiamy 
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Wracając do zmiennej 
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 otrzymujemy:
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5.1.5. Całkowanie funkcji trygonometrycznych

1. Całki kwadratów i innych parzystych potęg sinusa i cosinusa wyznacza się stosując następujące wzory na obniżenie potęg:
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2. Całki sześcianów i innych nieparzystych potęg sinusa i cosinusa wyznacza się przez oddzielenie od nieparzystej potęgi jednego czynnika i przez oznaczenie cofunkcji nową zmienną 
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Całkę 
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 znajduje się zgodnie z regułą 1., jeżeli liczby m i n są parzyste, natomiast zgodnie z regułą 2, jeżeli jedna z liczb m, n lub obie są nieparzyste.

Przykład 5.8. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Korzystając ze wzoru (6.10) mamy:
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następnie z (5.8):
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Ostatecznie:
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Przykład 5.9. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Według reguły 2 (s. 105) mamy:
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Podstawiamy:
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wracając do zmiennej 
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 ostatecznie otrzymujemy: 
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3. Przy obliczaniu całek typu:
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należy wykorzystać znane wzory trygonometryczne:
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Przykład 5.10. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Korzystając ze wzoru (5.11) otrzymujemy:
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5.1.6. Całkowanie funkcji wykładniczych

1. Całki, w których funkcją podcałkową jest funkcja wymierna i w funkcji wymiernej występuje funkcja 
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, obliczamy podstawiając:
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skąd: 
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Przykład 5.11. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Wykonujemy podstawienie (5.14), czyli:
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Przykład 5.12. Obliczyć całkę 
[image: image212.wmf]ò

-

1

2

x

e

dx

, gdzie 
[image: image213.wmf]0

¹

x

..

Rozwiązanie. Korzystając z podstawienia (5.14) mamy:


[image: image214.wmf]t

e

x

=

2

,

skąd:


[image: image215.wmf]t

x

ln

2

=

,         
[image: image216.wmf]t

dt

dx

2

=

.

Zatem:


[image: image217.wmf]ò

ò

ò

-

=

-

=

-

)

1

(

2

1

)

1

(

2

1

2

t

t

dt

t

t

dt

e

dx

x

.

Korzystając z rozkładu na sumę ułamków prostych (5.5) otrzymujemy tożsamość:
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powyższa tożsamość jest prawdziwa, gdy:
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Powracając do zmiennej 
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, czyli podstawiając 
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Ostatecznie:
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2.
Obliczanie całek gdy funkcja podcałkowa jest funkcją zależną od 
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Takie wyrażenie łatwo sprowadzić do wyrażenia wymiernego, wprowadzając nową zmienną:
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gdzie 
[image: image233.wmf]q

 – wspólny mianownik ułamków wykładnika potęg 
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Przykład 5.13. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Wykonujemy podstawienie (5.15), czyli:


[image: image236.wmf]6

1

x

t

=

,

stąd  


[image: image237.wmf]6

t

x

=

,    
[image: image238.wmf]dt

t

dx

5

6

=


zatem:


[image: image239.wmf]ò

ò

ò

ò

+

=

+

=

+

=

+

1

6

)

1

(

6

6

2

3

5

3

4

5

3

2

t

dt

t

t

t

dt

t

t

t

dt

t

x

x

dx


Otrzymaliśmy całkę funkcji wymiernej:
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Powracając do zmiennej 
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, czyli podstawiając 
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Ostatecznie mamy:
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5.2. Całka oznaczona

Niech dana będzie funkcja 
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 określona i ograniczona w przedziale domkniętym 
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Wewnątrz lub na jednym z końców każdego z przedziałów elementarnych 
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Obliczmy granicę powyższej sumy, gdy długość przedziału elementarnego 
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Definicja 5.14. Jeżeli granica 
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 – funkcja podcałkowa.
5.2.1. Własności całki oznaczonej

1. Addytywność całek oznaczonych względem przedziału całkowania, jeżeli funkcja 
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Addytywność całek oznaczonych wynika z geometrycznej interpretacji całki oznaczonej, rys. 5.2.
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2. Stały czynnik możemy wyłączyć przed znak całki:
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Dowód. Z definicji całki oznaczonej i z własności granicy funkcji wynika:
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3. Całka sumy równa się sumie całek (addytywność całek oznaczonych względem funkcji podcałkowej)
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4. Związek całki nieoznaczonej z całką oznaczoną:
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Dowód pomijamy.

5.2.2. Interpretacja geometryczna całki oznaczonej

Niech funkcja 
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Korzystając z wł. 2 (s. 112) całki oznaczonej otrzymujemy:


[image: image304.wmf]ò

ò

-

=

-

=

b

a

wl

b

a

dx

x

h

dx

x

h

D

)]

(

[

)

(

2

.

1

,

ale 
[image: image305.wmf]0

)

(

£

x

h

 na przedziale 
[image: image306.wmf]]

,

[

b

a

, więc:


[image: image307.wmf]ò

=

b

a

dx

x

h

D

)

(

1

.

Wniosek 5.15. Pole obszaru ograniczonego krzywą 
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Za pomocą całki oznaczonej możemy obliczyć pole figury płaskiej

Przykład 5.16. Obliczyć pole figury 
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Rozwiązanie. Sporządzamy wykres funkcji (rys. 5.5)
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(5.16)

dodając stronami równości (5.16) otrzymujemy 
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Zatem funkcje przecinają się w punktach 
[image: image326.wmf])

3

,

1

(

-

 i 
[image: image327.wmf])

3

,

1

(

.

Szukane pole 
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Pole figury ograniczonej parabolami 
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5.2.3. Całka niewłaściwa
Rozpatrzymy całki, w których funkcja podcałkowa jest nieograniczona w sąsiedztwie (lub otoczeniu) jakiegoś punktu przedziału całkowania albo przedział całkowania jest niewłaściwy.

Definicja 5.17. Niech funkcja 
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Analogicznie określa się całkę niewłaściwą funkcji 
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Jeżeli granica 
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Przykład 5.18. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Dziedziną funkcji podcałkowej jest 
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Przykład 5.19. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Funkcji podcałkowa nie jest ciągła w punkcie 
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Definicja 5.20. Niech funkcja 
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Analogicznie określa się całkę niewłaściwą funkcji 
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Jeżeli granica 
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Przykład 5.21. Obliczyć całkę 
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Rozwiązanie. Jest to całka niewłaściwa z górną granicą całkowania równą nieskończoność. Zatem zgodnie z określeniem otrzymujemy całkę niewłaściwą:
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Jeżeli funkcja 
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Całkę 
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Zadania
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Obliczyć całki:
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4. Obliczyć całki:
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6. Obliczyć całkę oznaczoną:
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7. Obliczyć całki niewłaściwe lub wykazać ich rozbieżność:
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9. Obliczyć pole obszaru ograniczonego parabolą i prostą:
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10. Obliczyć pole obszaru ograniczonego liniami:
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