3. Funkcja jednej zmiennej

3.1. Definicja funkcji jednej zmiennej i ciągu nieskończonego

Definicja 3.1. Zbiór liczb nazywamy skończonym, jeżeli ilość jego elementów jest liczbą naturalną lub zero, w przeciwnym razie nazywa się nieskończony.

Definicja 3.2. Zbiór liczb nazywamy ograniczonym z dołu, gdy wszystkie jego elementy są niemniejsze od pewnej liczby M (kres dolny zbioru), natomiast ograniczonym z góry, gdy są one niewiększe od pewnej liczby K (kres dolny zbioru). Zbiór ograniczony z dołu i z góry nazywamy zbiorem ograniczonym. W przeciwnym razie zbiór nazywamy nieograniczonym.

Przykład 3.3. Przykłady zbiorów liczb:

1) 1, 2, 3, 4

2) 1, 2, 3, 4, 5, …

3) 
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5) –1, 1, –2, 2, –3, 3, …

Zbiór 1) jest skończony, jego elementami są liczby 1, 2, 3, 4. Zbiory 2), 3), 4) i 5) są zbiorami nieskończonymi.

Zbiór 1) jest ograniczony, bo jest ograniczony z dołu przez liczbę 1 i z góry przez liczbę 4.

Zbiory 2), 3) i 4) są ograniczone z dołu, natomiast zbiór 5) nie jest ograniczony ani z dołu, ani z góry.

Definicja 3.4.(funkcji jednej zmiennej) Niech będą dane dwa zbiory liczb X i Y. Jeżeli każdemu elementowi x ze zbioru X jest przyporządkowany jeden i tylko jeden element y ze zbioru Y, to takie przyporządkowanie nazywamy  funkcją 
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 odwzorowującą zbiór X w zbiór Y (krótko: 
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Wprowadzając oznaczenie 
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Przykład 3.5. Przyporządkowanie będące funkcją:
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Element x nazywamy zmienną niezależną lub argumentem funkcji, natomiast odpowiedni element 
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 (oznaczający to samo co
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 nazywamy polem funkcji (inaczej dziedzina funkcji, zbiór argumentów funkcji lub zbiór określoności funkcji), oznaczamy 
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 przeciwdziedziną funkcji. 

Funkcję można określić następującymi sposobami:

· za pomocą przepisu słownego,

· wzorem (lub wzorami),

· tabelarycznie,

· graficznie.

Funkcję przyjmującą w każdym punkcie swego pola tą samą wartość nazywamy funkcją stałą.

Jeżeli dla dowolnych 
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 nazywamy funkcją różnowartościową.

Jeżeli funkcja 
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Definicja 3.6. Mówimy, że funkcja 
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 odwzorowuje zbiór 
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Definicja 3.7. Funkcję 
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 nazywamy funkcją ograniczoną, jeżeli zbiór 
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Przykład 3.8. Funkcja 
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Definicja 3.9. Niech będzie dana funkcja 
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 określona w pewnym przedziale skończonym lub nieskończonym. Funkcję tę nazywamy:

a) funkcją rosnącą, jeżeli 
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c) funkcją niemalejącą, jeżeli 
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d) funkcją nierosnącą, jeżeli 
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Funkcje spełniające warunek a) lub b) lub c) lub d) nazywamy funkcjami monotonicznymi, funkcje spełniające jeden z warunków a) lub b) nazywamy funkcjami ściśle monotonicznymi.

Definicja 3.10. Rozpatrzmy trzy zmienne x, y, u, tak ze sobą związane, że y jest funkcją zmiennej u, a u jest funkcją zmiennej x; załóżmy, że 
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[image: image64.wmf]]

,

[

b

a

 odpowiada pewna wartość zmiennej y. Mówimy, że y jest funkcją złożoną (lub funkcją funkcji) zmiennej x za pośrednictwem zmiennej u. Piszemy 
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Przykład 3.11. Funkcja 
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Definicja 3.12. Załóżmy, że funkcja 
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Przykład 3.13. Niech 
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(3.1)

Funkcję odwrotną znajdujemy wyliczając x z równania (3.1)
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Wykresy funkcji (3.1) i (3.2) są identyczne, ale bardziej interesuje nas funkcja, gdy w równaniu (3.2) zmienimy nazwy zmiennych x i y, zatem 
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funkcja (3.3) jest funkcją odwrotną do funkcji (3.1), a wykresy funkcji (3.1) i (3.3) są symetryczne względem dwusiecznej pierwszej i trzeciej ćwiartki układu współrzędnych prostokątnych 0XY.

Definicja 3.14. Ciągiem nieskończonym nazywamy funkcję, której polem jest zbiór liczb naturalnych (
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Liczbę przyporządkowaną liczbie naturalnej jeden, nazywamy pierwszym wyrazem ciągu, liczbę przyporządkowaną liczbie naturalnej dwa – drugim wyrazem ciągu itd. Liczbę przyporządkowaną liczbie naturalnej n nazywamy n–tym lub ogólnym wyrazem ciągu.
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Przykład 3.15. Ciągami nieskończonymi są np.: 
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3.2. Granica ciągu i jej własności

Definicja 3.16. (sąsiedztwa punktu) 

1. Sąsiedztwem o promieniu 
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2. Sąsiedztwem lewostronnym o promieniu 
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3. Sąsiedztwem prawostronnym o promieniu 
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Definicja 3.17. (otoczenia punktu)

1. Otoczeniem o promieniu 
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2. Otoczeniem lewostronnym o promieniu 
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3. Otoczeniem prawostronnym o promieniu 
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Jeżeli promień sąsiedztwa nie będzie istotny w rozważaniach, to zbiory 
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Definicja 3.18. (wg Heinego) Ciąg 
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 ma granicę g, jeżeli w dowolnym otoczeniu liczby g leżą prawie wszystkie wyrazy tego ciągu (tzn. wszystkie oprócz co najwyżej skończonej ilości).

Ciąg posiadający granicę skończoną nazywamy ciągiem zbieżnym.

Zapisujemy: 
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Przykład 3.19. Niech 
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tzn., że w dowolnym otoczeniu liczby 0 leżą prawie wszystkie wyrazy ciągu 
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Oznaczmy przez 
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Przedstawienie poglądowe w Excelu granicy ciągów:
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	n
	1/n
	n/(n^2+1)

	1
	1
	0,5

	2
	0,5
	0,4

	3
	0,333333
	0,3

	4
	0,25
	0,235294

	5
	0,2
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	10
	0,1
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	0,090164

	12
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	13
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Twierdzenie 3.20 (o zbieżności ciągów). Ciąg nie może mieć dwóch różnych granic.

Dowód. Załóżmy, że ciąg 
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Definicja 3.21. Liczbę s nazywamy punktem skupienia ciągu 
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Przykład 3.22. Niech dany będzie ciąg o wyrazie ogólnym 
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Zauważmy, że w dowolnym otoczeniu liczby –1 leży nieskończenie wiele wyrazów ciągu 
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Uwaga 3.23. Badając znak różnicy 
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Twierdzenia 3.24. Każdy ciąg monotoniczny i ograniczony jest zbieżny.

Dowód pomijamy.

Przykład 3.25. Rozważmy ciąg o wyrazie ogólnym:
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Spróbujemy zastosować do ciągu 
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Ponieważ wraz ze wzrostem wykładnika 
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Jeżeli od 
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[image: image180.wmf]}

{

n

a

 według wzoru na dwumian Newtona wszystkie czynniki w nawiasach, zwiększymy go, a więc:


[image: image181.wmf]n

n

b

n

a

=

+

+

+

+

<

!

1

!

3

1

!

2

1

2

K

.

Zastąpmy dalej każdy czynnik w mianownikach ułamków (zaczynając od 3) liczbą 2 (przez to jeszcze zwiększymy otrzymane wyrażenie), zatem:
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ale ciąg zaczynający się od wyrazu 
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Stąd wynika na mocy tw. 3.24, że ciąg 
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Oto pierwsze 15 znaków rozwinięcia liczby 
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Przykład 3.26. Ciąg 
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Zatem 
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Na mocy twierdzenia 3.24, ciąg ten jest zbieżny.

Niektóre granice ciągów:
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[image: image196.wmf]1

lim

=

+¥

®

n

n

a

, gdzie 
[image: image197.wmf]0

>

a

.

2. 
[image: image198.wmf]1

lim

=

+¥

®

n

n

n

.

3. 
[image: image199.wmf]a

n

n

e

n

a

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+¥

®

1

lim

.

Twierdzenie 3.27. (o trzech ciągach). Jeżeli trzy ciągi 
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Dowód pomijamy.

Przykład 3.28. Pokazać, że granica ciągu 
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Rozwiązanie. Możemy zapisać nierówności:
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Definicja 3.29. Niech 
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Twierdzenie 3.30. Każdy podciąg ciągu zbieżnego do pewnej granicy 
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Przykład 3.31. Niech
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Jeżeli z ciągu 
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Twierdzenie 3.32. (o działaniach arytmetycznych na ciągach zbieżnych). Jeżeli ciągi 
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3.3. Granica funkcji w punkcie i jej własności
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Przykład 3.34. Wykazać, że 
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Granice funkcji w nieskończoności

Mówimy, że funkcja 
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Analogicznie mówimy że funkcja 
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Granica niewłaściwa funkcji

Niekiedy funkcja ma w danym punkcie tylko granicę niewłaściwą, czyli 
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Podobnie określamy granicę niewłaściwą 
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Granica jednostronna funkcji

Czasami spotykamy funkcje, które mają w danym punkcie tylko granicę lewostronną lub prawostronną, czyli tzw. granicę jednostronną.

Mówimy, że 
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Podobnie określamy granicę prawostronną pisząc:
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Uwaga 3.35. Z definicji jednostronnej wynika, że jeżeli funkcja ma granicę, to istnieje granica lewostronna i prawostronna i obie są równe granicy funkcji. Jeżeli istnieje granica prawostronna lub lewostronna, to z tego nie wynika, że musi istnieć granica funkcji.

Własności granic funkcji

1. Jeżeli dwie funkcje 
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2. Własność granicy funkcji o trzech funkcjach. 

Jeżeli trzy funkcje 
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Tę własność można inaczej zapisać symbolicznie:
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Jeżeli przyjmiemy, że granicami pewnych funkcji są 0, 
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Przykład 3.36.
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Przykład 3.37. Obliczyć granicę 
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Rozwiązanie. Łatwo zauważyć, że dla 
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Granicę tą obliczymy korzystając ze wzoru na różnicę kwadratów, otrzymujemy:
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Granice niektórych wyrażeń nieoznaczonych


[image: image359.wmf]1

sin

lim

0

=

®

x

x

x

,


[image: image360.wmf]1

lim

0

=

®

x

tgx

x

,


[image: image361.wmf]a

x

a

x

x

ln

1

lim

0

=

-

®

,

[image: image362.wmf]0

>

a

,


[image: image363.wmf]e

x

x

a

a

x

log

)

1

(

log

lim

0

=

+

®

,

[image: image364.wmf]0

>

a

, 
[image: image365.wmf]1

¹

a

,


[image: image366.wmf]a

x

x

e

x

a

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

±¥

®

1

lim

,

[image: image367.wmf]R

a

Î

,


[image: image368.wmf](

)

e

x

x

x

=

+

®

1

0

1

lim

,


[image: image369.wmf]a

x

x

a

x

=

-

+

®

1

)

1

(

lim

0

,

[image: image370.wmf]R

a

Î

,


[image: image371.wmf]1

arcsin

lim

0

=

®

x

x

x

,


[image: image372.wmf]1

lim

0

=

®

x

arctgx

x

.

Twierdzenie 3.38. (o granicy funkcji złożonej) Jeżeli funkcje 
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Dowód pomijamy.

Uwaga 3.39. Twierdzenie 3.38 jest prawdziwe także do pozostałych typów granic.

Przykład 3.40. Obliczyć granicę:
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Rozwiązanie. Do obliczenia tej granicy skorzystamy z tw. 3.38 i uwagi 3.39. Stosując oznaczenia jak w tw. 3.38, mamy 
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3.4. Ciągłość funkcji

Definicja 3.41. Funkcję 
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 nazywamy ciągłą w punkcie 
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Uwaga 3.42. Funkcja 
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 jest ciągła w przedziale 
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, jeżeli jest ciągła w każdym punkcie tego przedziału.

Własności funkcji ciągłej:

1. Funkcja ciągła w przedziale domkniętym posiada przynajmniej w jednym punkcie przedziału wartość największą i przynajmniej w jednym punkcie wartość najmniejszą.

2. Funkcja ciągła w przedziale domkniętym i przyjmująca na końcach tego przedziału wartości różnych znaków przynajmniej w jednym punkcie, przyjmuje wartość zero wewnątrz tego przedziału.

3. Jeśli funkcje 
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4. Funkcja, która jest złożeniem funkcji ciągłych jest funkcją ciągłą w swej dziedzinie.

Dowody powyższych własności pomijamy.

Przykład 3.43. Zbadać ciągłość funkcji:
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Rozwiązanie. Na podstawie definicji 3.41 mamy, że funkcja 
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 jest ciągła w punkcie 
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Obliczmy granicę:
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Zatem funkcja 
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 jest ciągła w punkcie 
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Zadania

1. Podać dziedzinę funkcji:
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2. Wyznaczyć funkcję odwrotną 
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3. Znaleźć granicę ciągu:
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6. Znaleźć granicę funkcji:


a) 
[image: image447.wmf]2

lim

2

+

-

®

x

x

x

,


b)
[image: image448.wmf]4

14

5

lim

2

2

2

-

-

+

®

x

x

x

x

,


c) 
[image: image449.wmf]20

9

8

2

lim

2

2

4

+

-

-

-

®

x

x

x

x

x

,


d) 
[image: image450.wmf]25

5

lim

25

-

-

®

x

x

x

,


e) 
[image: image451.wmf]2

0

2

sin

lim

x

x

x

®

,


f) 
[image: image452.wmf]x

x

x

sin

lim

2

p

®

,


g) 
[image: image453.wmf]x

x

x

3

sin

2

sin

lim

0

®

,


h) 
[image: image454.wmf](

)

3

9

2

1

lim

0

-

+

®

x

x

x

,


i) 
[image: image455.wmf])

sin(

lim

arctgx

x

+¥

®

,


j) 
[image: image456.wmf]3

27

lim

3

3

-

-

®

x

x

x

,


k) 
[image: image457.wmf]x

x

tg

x

3

2

lim

0

®

.

7. Znaleźć granicę funkcji:
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8. Zbadać ciągłość funkcji 
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9. Dla jakiej wartości parametru 
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Rys. 3.1.
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