1. Macierze i wyznaczniki

1.1. Definicja macierzy i działania na macierzach

Definicja 1.1. Macierz jest to tablica 
[image: image1.wmf]n

m

´

 liczb zapisanych w m wierszach i 
[image: image2.wmf]n

 kolumnach, ograniczona nawiasami kwadratowymi, gdzie 
[image: image3.wmf]1

,

³

n

m

.

Macierze oznaczamy dużymi literami alfabetu A, B, C, ..., I, O.
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, wówczas macierz oznaczamy:
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mówimy, że element 
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 – tej kolumny. O macierzy, która składa się z m wierszy i n kolumn mówimy, że ma wymiar 
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, to macierz nazywa się macierzą prostokątną.

Jeżeli 
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, wówczas macierz nazywamy macierzą kwadratową, a 
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Przykład 1.2. Macierze:
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Są to macierze o wymiarach: 
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 (macierz stopnia pierwszego).

Macierz, która powstaje z danej macierzy przez wykreślenie pewnej liczby wierszy lub kolumn, nazywamy jej podmacierzą. 

Np. macierz
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o trzech wierszach i czterech kolumnach ma między innymi podmacierze:
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Definicja 1.3. Macierzą transponowaną macierzy 
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Macierze 
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 nazywamy macierzami równymi, jeżeli mają odpowiednie elementy równe:
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Dla oznaczenia równości macierzy, piszemy 
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Definicja 1.4. Sumą macierzy 
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Przykład 1.5. Jeżeli
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Definicja 1.6. Iloczynem macierzy 
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Przykład 1.7. Mamy 


[image: image75.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

×

×

×

×

×

×

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

×

5

25

15

0

35

10

)

1

(

5

5

5

3

5

0

5

7

5

2

5

1

5

3

0

7

2

5

.

Uwaga 1.8. Różnicę macierzy 
[image: image76.wmf]A

 i 
[image: image77.wmf]B

 definiujemy na podstawie definicji 1.6 i 1.4 jako:
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Mnożenie macierzy.

Niech będą dane dwie macierze 
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, przy czym liczba kolumn pierwszej z nich równa się liczbie wierszy drugiej:
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Definicja 1.9. Iloczynem macierzy 
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 nazywamy macierz 
[image: image89.wmf]]

[

ij

c

C

=

, gdzie 
[image: image90.wmf]pj

ip

j

i

j

i

ij

b

a

b

a

b

a

c

+

+

+

=

K

2

2

1

1

 (
[image: image91.wmf]m

i

,

,

2

,

1

K

=

, 
[image: image92.wmf]n

j

K

,

2

,

1

=

). 

Zatem element 
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 otrzymujemy mnożąc elementy 
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– tego wiersza pierwszej macierzy przez odpowiednie elementy 
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– tej kolumny drugiej macierzy oraz dodając otrzymane iloczyny.

Przykład 1.10. Jeżeli 
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Zauważmy, że iloczyn macierzy 
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 jest macierzą 
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, której liczba wierszy równa się liczbie wierszy macierzy 
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Macierz, której każdy element 
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Własności działań na macierzach, które zachodzą przy założeniu, że działania są wykonalne

1. 
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Własności macierzy transponowanych:
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Równość i dodawanie macierzy są zdefiniowane dla macierzy tego samego wymiaru, mnożenie - jeżeli liczba kolumn macierzy pierwszej równa się liczbie wierszy drugiej macierzy.

Definicja 1.11. Macierzą jednostkową nazywamy macierz kwadratową, dla której 
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Macierz jednostkową oznaczamy przez 
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W macierzy kwadratowej przekątną z lewego górnego rogu do prawego dolnego rogu nazywamy przekątną główną. 

Można zdefiniować macierz jednostkową jako macierz kwadratową, której wszystkie elementy na głównej przekątnej są równe 1, a pozostałe elementy są zerami.

Uwaga 1.12. Iloczyn macierzy 
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Iloczyn macierzy może być macierzą zerową, gdy oba czynniki są macierzami niezerowymi.

Np. Jeżeli 
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[image: image137.wmf]A

IA

AI

=

=


– w tym przypadku mnożenie macierzy jest działaniem przemiennym.

Definicja 1.13. Macierzą odwrotną macierzy kwadratowej 
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Nie każda macierz kwadratowa ma macierz odwrotną, np. macierz zerowa nie ma macierzy odwrotnej ponieważ 
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1.2. Definicja wyznacznika i jego własności

Definicja 1.14. Wyznacznik jest to liczba, którą przyporządkowujemy każdej macierzy kwadratowej w określony sposób, oznaczamy 
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Iloczyn 
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 nazywamy dopełnieniem algebraicznym elementu 
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Przykład 1.15. Obliczyć wyznacznik dla macierzy 
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Rozwiązanie. Na podstawie def. 1.14 dla 
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Przykład 1.16. Obliczyć wartość wyznacznika:
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Rozwiązanie. Rozwijamy wyznacznik macierzy A według elementów pierwszego wiersza:
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W sposób analogiczny możemy obliczyć wyznacznik stosując metodę rozwinięcia Laplace’a według elementów innego wiersza lub według elementów dowolnej kolumny. Jako przykład obliczmy wyznacznik stosując metodę rozwinięcia Laplace’a według elementów drugiej kolumny:
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Rozwinięcie Laplace’a pozwala obliczyć wyznacznik dowolnego stopnia. 

Metoda Sarrusa

Wyznacznik trzeciego stopnia można obliczyć stosując skróconą metodę zwaną metodą (regułą) Sarrusa. Metoda ta odnosi się tylko i wyłącznie do wyznaczników stopnia trzeciego.

Polega ona na dopisaniu pod odpowiadającą obliczanemu wyznacznikowi macierzą pierwszy, a potem drugi wiersz, przez co otrzymujemy następujący schemat:
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Własności wyznaczników:

1. Wyznacznik macierzy transponowanej jest równy wyznacznikowi macierzy pierwotnej.

Przykład 1.17.
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2. Jeżeli macierz 
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Przykład 1.18.
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3. Jeżeli wszystkie elementy dowolnego wiersza (kolumny) wyznacznika pomnożymy przez pewną liczbę, to wartość wyznacznika zostanie pomnożona przez tą liczbę.

Przykład 1.19. Niech 
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4. Wyznacznik macierzy, w której wszystkie elementy pewnego wiersza (kolumny) są zerami jest równy zero.

Własność ta wynika z rozwinięcia Laplace’a, gdyż rozwijając wyznacznik tej macierzy według elementów wiersza (kolumny), każdy wyraz rozwinięcia jest równy zero.

Przykład 1.20. 

a) obliczyć wartość wyznacznika, którego elementy pierwszej kolumny składają się z samych zer:
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b) obliczyć wartość wyznacznika, którego elementy pierwszego wiersza składają się z samych zer:
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5. Wyznacznik macierzy, w której dwa wiersze (kolumny) są identyczne lub mają wszystkie elementy proporcjonalne, jest równy zero.

Przykład 1.21. 

a) Gdy dwa wiersze są identyczne:
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b) Gdy dwa wiersze mają proporcjonalne elementy:
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6. Wartość wyznacznika nie zmieni się, jeżeli do elementów dowolnego wiersza (kolumny) dodamy odpowiednie elementy innego wiersza (kolumny) pomnożone przez tą samą liczbę.

Przykład 1.22. Rozpatrzmy wyznacznik z macierzy 
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7. Jeżeli dla elementów 
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Przykład 1.23.
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8. Suma iloczynów elementów pewnego wiersza (kolumny) i odpowiednich dopełnień algebraicznych innego wiersza (kolumny) równa się zero.

Przykład 1.24. Rozpatrujemy wyznacznik macierzy trzeciego stopnia i sumujemy iloczyny elementów pierwszego wiersza i odpowiednich dopełnień algebraicznych elementów drugiego wiersza:
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9. Wartość wyznacznika nie zmieni się jeżeli do elementów dowolnego wiersza (kolumny) dodamy odpowiednie elementy innego wiersza (kolumny) pomnożone przez tą samą liczbę.

Przykład 1.25. Do elementów drugiej kolumny dodajmy odpowiednie elementy pierwszej kolumny pomnożone przez 
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1.3. Macierz odwrotna

Definicja 1.26. Niech 
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 będzie macierzą kwadratową stopnia 
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[image: image243.wmf]ij
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 – dopełnienie algebraiczne elementu 
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Przykład 1.27. Znaleźć macierz odwrotną 
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Rozwiązanie. Sprawdzamy, czy istnieje macierz odwrotna 
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Dalej otrzymujemy:
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Algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej do macierzy stopnia drugiego

Niech będzie dana macierzy 
[image: image265.wmf]A
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Na mocy wzoru (1.1) mamy:


[image: image267.wmf]d

A

A

A

det

1

1

=

-

.

Utwórzmy macierz dołączoną 
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Policzmy wyznacznik macierzy 
[image: image273.wmf]A



[image: image274.wmf]12

21

22

11

det

a

a

a

a

A

×

-

×

=

,

zakładamy, że macierz ta jest nieosobliwa czyli 
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Skąd mamy:
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aby wyznaczyć macierz odwrotną do macierzy drugiego stopnia należy: 

1. obliczyć wyznacznik tej macierzy:

· jeżeli wyznacznik jest różny od zera, to punkt 2., 

· jeżeli wyznacznik jest równy 0, to macierz nie posiada macierzy odwrotnej – koniec,

2. tworzymy macierz dołączoną 
[image: image277.wmf]d
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, zamieniając miejscami w macierzy 
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3. mnożymy macierz dołączoną 
[image: image284.wmf]d
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 przez odwrotność wartości wyznacznika macierzy 
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, iloczyn ten jest macierzą odwrotną do macierzy 
[image: image286.wmf]A

.

Uwaga. Powyższy algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej dotyczy wyłącznie macierzy kwadratowej o wymiarze 
[image: image287.wmf]2
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Przykład 1.28. Znaleźć macierz odwrotną 
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Rozwiązanie. Wyznacznik z macierzy 
[image: image290.wmf]A
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jest różny od 0, zatem istnieje macierz odwrotna. Macierz  
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 jest macierzą kwadratową o wymiarze 
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, więc na postawie powyższego algorytmu mamy: 
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1.4. Zastosowanie rachunku macierzowego

Rozwiązywanie układów równań liniowych.

Definicja 1.29. Równaniem liniowym o 
[image: image296.wmf]n

 niewiadomych nazywamy równanie, w którym wszystkie niewiadome występują w pierwszej potędze i nie występują ich iloczyny i ilorazy.

1.4.1. Rozwiązywanie układów równań Cramera

Ogólna postać układu 
[image: image297.wmf]n

 równań liniowych o 
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 niewiadomych jest następująca:
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Macierz współczynników przy niewiadomych ma postać:
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Macierz niewiadomych 
[image: image301.wmf]X

 można zapisać w postaci:
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Macierz wyrazów wolnych 
[image: image303.wmf]B

 zapisujemy w postaci:
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Twierdzenie 1.30. (Cramera). Układ n równań liniowych o n niewiadomych, w którym wyznacznik współczynników przy niewiadomych jest różny od zera nazywamy układem Cramera. Układ Cramera ma jedno rozwiązanie, które wyraża się wzorami:
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 zastępując w nim kolumnę współczynników przy niewiadomej 
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 kolumną wyrazów wolnych.
Dowód. Załóżmy, że wyznacznik macierzy 
[image: image310.wmf]A

 współczynników przy niewiadomych jest różny od zera. 

Aby wyznaczyć rozwiązanie 
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Pomnożymy obie strony pierwszego równania przez dopełnienie algebraiczne 
[image: image313.wmf]11
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, drugiego przez 
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, a następnie dodajemy je. Oznaczając dla uproszczenia zapisu lewe strony równań odpowiednio przez 
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Prawa strona powyższego równania przedstawia wyznacznik 
[image: image319.wmf]|
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 lewej strony równania otrzymujemy:
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Na mocy własności wyznaczników 8 otrzymujemy, że sumy przy 
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 są równe zero, natomiast suma będąca współczynnikiem przy 
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Zatem otrzymujemy równość:
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Z powyższych równości wobec 
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Przedstawione wzory nazywamy się wzorami Cramera.
■

Przykład 1.31. Rozwiązać układ równań:
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Rozwiązanie. Obliczamy wyznacznik współczynników przy niewiadomych:
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Rozwiązywany układ równań jest układem Cramera, ponieważ jest to układ trzech równań liniowych z trzema niewiadomymi i wyznacznik współczynników przy niewiadomych jest różny od zera. Zatem możemy stosować wzory Cramera.

W tym celu obliczamy wyznaczniki:
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Odp. Rozwiązaniem układu równań jest 
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Sprawdzenie. Rozwiązaniem układu n równań liniowych o n niewiadomych jest zbiór 
[image: image346.wmf]n

 liczb, które spełniają ten układ równań, tzn. że po podstawieniu tych liczb w miejsce odpowiednich niewiadomych otrzymamy równości tożsamościowe. W naszym przykładzie lewa strona pierwszego równania 
[image: image347.wmf]1
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, prawa strona pierwszego równania 
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Lewa strona drugiego równania 
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. Prawa strona drugiego równania 
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Prawa strona trzeciego równania 
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1.4.2. Rozwiązywanie układu 
[image: image360.wmf]m

 równań liniowych o 
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 niewiadomych

Niech dana będzie macierz wymiaru 
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Definicja 1.32. Minorem lub podwyznacznikiem stopnia 
[image: image364.wmf]k

 macierzy 
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) nazywamy wyznacznik 
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 składający się (z zachowaniem kolejności) z 
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 elementów macierzy leżących na przecięciu wybranych jej 
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 kolumn i 
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 wierszy. 

Definicja 1.33. Rzędem macierzy 
[image: image372.wmf]A

 nazywamy najwyższy stopień jej podwyznacznika różnego od zera.

Niektóre własności rzędu macierzy

1. Rząd macierzy nie zmieni się jeżeli do elementów dowolnego wiersza (kolumny) dodamy odpowiednie elementy innego wiersza (kolumny) pomnożone przez tą samą liczbę. 

2. Rząd macierzy nie zmieni się jeżeli wiersz (kolumnę) składający się z samych zer opuścimy.

Przykład 1.34. Wyznaczyć rząd macierzy:
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Rozwiązanie. Korzystając z własności rzędu macierzy 1 i 2 do elementów drugiej kolumny macierzy dodajmy odpowiednie elementy pierwszej kolumny pomnożone przez 
[image: image374.wmf]2
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 i otrzymujemy:
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Rozpatrzmy układ 
[image: image376.wmf]m

 równań liniowych o 
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 niewiadomych 
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Macierz współczynników przy niewiadomych:
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Macierz niewiadomych 
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Wektor wyrazów wolnych: 
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Macierz uzupełniona 
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 (otrzymujemy ją przez dopisanie kolumny wyrazów wolnych do macierzy współczynników przy niewiadomych):
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Twierdzenie 1.35. (Kroneckera–Capelli’ego). Układ 
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 równań liniowych o 
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niewiadomych ma wtedy i tylko wtedy rozwiązanie, gdy rząd macierzy współczynników przy niewiadomych równa się rzędowi macierzy uzupełnionej, tzn.: 
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Dowód pomijamy.
Przykład 1.36. Rozwiązać układ równań:
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Rozwiązanie. Wyznaczamy rząd macierzy współczynników przy niewiadomych:
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wyznaczamy rząd macierzy uzupełnionej:
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Zatem układ równań ma nieskończenie wiele rozwiązań, przy czym 
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 jedną zmienną zastępujemy dowolną liczbą. W tym celu rozwiązujemy układ dwóch równań z dwiema niewiadomymi, przy czym wyznacznik współczynników przy niewiadomych musi być różny od zera. 

Rozwiązujemy układ równań:
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(1.2)

Niech 
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. Układ równań liniowych (1.2) jest układem Cramera, ponieważ wyznacznik współczynników przy niewiadomych 
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jest różny od zera. Aby zastosować wzory Cramera wyliczamy 
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Stąd 
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Odp. Rozwiązaniem układu równań jest 
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Powyższy układ równań ma nieskończenie wiele rozwiązań  w zależności od parametru 
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Więc układ równań 
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 jest jednym z nieskończenie wielu rozwiązań.

1.4.3. Rozwiązywanie równań macierzowych

Przykład 1.37. Za pomocą równań macierzowych rozwiązać układ równań liniowych:
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Rozwiązanie. Powyższy układ równań liniowych można zapisać w postaci równania macierzowego:
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symbolicznie można zapisać w postaci:
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aby rozwiązać to równanie, obustronnie mnożymy równanie przez macierz odwrotną 
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Wzór ten przedstawia macierzowy zapis rozwiązania układu równań liniowych.
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czyli macierz 
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 posiada macierz odwrotną:
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Dalej mamy:
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zatem:
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Ze wzoru 
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Odp. Rozwiązaniem układu równań liniowych jest 
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 spełniają układ równań:
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Przykład 1.38.  Rozwiązać równanie macierzowe:
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Rozwiązanie. Oznaczmy
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więc równanie macierzowe zapiszemy w postaci:
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Mamy 
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Podstawiając do równania 
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Sprawdzenie. Sprawdźmy czy 
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Zadania

1. Wykonać działania na macierzach:
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2. Obliczyć wyznaczniki:
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3. Znaleźć macierz odwrotną macierzy:
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4. Obliczyć rząd macierzy:
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5. Rozwiązać układ równań stosując poznane twierdzenia i wzory (twierdzenie Kroneckera–Capelli’ego, wzór Cramera, metoda równania macierzowego):
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6. Wyznaczyć parametr 
[image: image518.wmf]a

 tak aby układ równań był układem Cramera:
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7. Ustalić liczbę rozwiązań układu równań w zależności od parametru 
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8. Znaleźć rozwiązania równań macierzowych:
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